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Correction de devoir de synthèse n°1)   4 Maths  

Exercice n°1) 

1)a) ABC est isocèle  en A donc AB=AC  et I le milieu de [AB]  et J le milieu de [AC]  donc 

2AI=2CJ 

Alors 𝐴𝐼 = 𝐶𝐽   𝑒𝑡  𝐴𝐼 ≠ 0  donc il existe un unique déplacement R tel que R(A)=C  et R(I )= J. 

b)On a : I le milieu de [AB]  et R un déplacement donc il conserve le milieu alors 𝑅(𝐼) =

𝑅(𝐴) ∗ 𝑅(𝐵) ⟺ 

 𝐽 = 𝐶 ∗ 𝑅(𝐵) = 𝐶 ∗ 𝐴  alors 𝑅(𝐵) = 𝐴 

c) Soit 𝜃  l’angle de R on a : {
𝑅(𝐴) = 𝐶
𝑅(𝐵) = 𝐴

  donc 𝜃 ≡ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, ̂ 𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗)[2𝜋] 

                                                                                    ≡ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, ̂ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) − 𝜋[2𝜋] 

                                                                                   ≡
𝜋

6
− 𝜋[2𝜋] 

                                                                                   ≡
−5𝜋

6
[2𝜋] 

 On :  
−5𝜋

6
≠   2𝑘𝜋  ,   𝑘 ∈ ℤ  donc  R  est une rotation d’angle   

−5𝜋

6
 

Le centre O de R est le point d’intersection des médiatrices des segments [AB]  et [AC] 

2)   est le cercle circonscrit au triangle ABC donc O est centre de   et puisque O est le 

centre de R alors 

 𝑅( ) =  . 

On a : 𝐶 ∈  ⇔ R(C) ∈ 𝑅( ) =   ⇔ D ∈   

On a : R(A)=C , R(B)=A  et R(C)=D et R une rotation donc elle conserve les mesures des angles 

orientés   donc  

 (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, ̂ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) ≡ (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗, ̂ 𝐴𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗)[2𝜋] 

                       ≡
𝜋

6
[2𝜋] 

 (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ , 𝐴𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗)  𝑒𝑡  (𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)  sont deux angles inscrit dans le cercle   qui interceptent le même 

arc orienté 𝐵𝐶̂ 

Donc (𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , ̂ 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) ≡  (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ , ̂  𝐴𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗)[2𝜋] 

                               ≡
𝜋

6
[2𝜋] 

(AC) et (BD )  deux droites et  ( DC) une sécante ,   (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) et  (𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 𝐷𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)  sont deux angles  
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alternes-internes  tels que  (𝐶𝐴⃗⃗⃗⃗  ⃗, ̂ 𝐶𝐷⃗⃗⃗⃗  ⃗) ≡ (𝐷𝐵⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , ̂ 𝐷𝐶⃡⃗⃗⃗  ⃗)[2𝜋] 

                                                                     ≡
𝜋

6
[2𝜋] 

Alors (AC) et ( BD ) sont parallèles  

3) On a : (𝐴𝐶) ∥ (𝐵𝐷)   et R une rotation donc  elle conserve le parallélisme alors 𝑅((𝐴𝐶)) ∥

𝑅((𝐵𝐷)) 

Alors (𝐶𝐷) ∥ 𝑅((𝐵𝐷))   donc   𝑅((𝐵𝐷))   est la droite passant par R(B)=A et parallèle à (DC)  

c’est la droite ( AE ) 

D’où    𝑅((𝐵𝐷)) = (𝐴𝐸) 

On a :  ∩ (𝐵𝐷) = {𝐵, 𝐷}   alors 𝑅( )∩ 𝑅((𝐵𝐷)) = {𝑅(𝐵), 𝑅(𝐷)} ⟺  ∩ (𝐴𝐸) =

{𝐴, 𝑅(𝐷)} 

Or  ∩ (𝐴𝐸) = {𝐴, 𝐸} 

Donc {  𝐴, 𝑅(𝐷)} = {𝐴, 𝑅(𝐷)}  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 𝑅(𝐷) = 𝐸 

4)a) 𝑅 ∘ 𝑅  est la rotation de centre O et d’angle 2 ×
−5𝜋

6
=

−5𝜋

3
≡

𝜋

3
[2𝜋] 

𝑅 ∘ 𝑅 = 𝑟
(𝑂,    

𝜋

3
) 

  

b) On a :  R(A)=C et R(C)=D donc 𝑅 ∘ 𝑅(𝐴) = 𝐷 ⇔ 𝑟
(𝑂,    

𝜋

3
) 
(𝐴) = 𝐷 

  R( C )=D   et R(D)=E  donc 𝑅 ∘ 𝑅(𝐶) = 𝐸 ⇔ 𝑟
(𝑂,    

𝜋

3
) 
(𝐶) = 𝐸 

Alors 𝑟
(𝑂,    

𝜋

3
) 
([𝐴𝐶]) = [𝐷𝐸]   et tel que  {

𝐴𝐶 = 𝐷𝐸

(𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, ̂ 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) ≡
𝜋

3
[2𝜋] 

Posons 𝑟
(𝑂,    

𝜋

3
) 

 (M)=M’ 

On a : 𝑀 ∈ [𝐴𝐶] ⇔ 𝑟
(𝑂,    

𝜋

3
) 
(𝑀) ∈ [𝐷𝐸] ⇔ 𝑀′ ∈ [𝐷𝐸] 

Et comme    𝑟
(𝑂,    

𝜋

3
) 

 (A)=D  alors {
𝐴𝑀 = 𝐷𝑀′

(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , ̂ 𝐷𝑀′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ) ≡
𝜋

3
[2𝜋]

   ( 1 ) 

Par hypothèse AM=DN  et 𝑁 ∈ [𝐷𝐸] 

 (𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , ̂ 𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ≡ (𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗, ̂ 𝐷𝐸⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)[2𝜋] 

                         ≡
𝜋

3
[2𝜋] 

Alors {
𝐴𝑀 = 𝐷𝑁

(𝐴𝑀⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ , ̂ 𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ≡
𝜋

3
[2𝜋]   ( 2 ) 

D’après ( 1 )  et (2 ) on obtient {
𝐷𝑀′ = 𝐷𝑁

(𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , ̂ 𝐷𝑀′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ) ≡ 0[2𝜋]
⇔ 𝐷𝑀′⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ = 𝐷𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ⇔ 𝑀′ = 𝑁 
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D’où  𝑟
(𝑂,    

𝜋

3
) 
(𝑀) = 𝑁 ⇔ {

𝑂𝑀 = 𝑂𝑁

(𝑂𝑀⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  , ̂ 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ) ≡
𝜋

3
[2𝜋] ⇔ 𝑂𝑀𝑁  𝑒𝑠𝑡 é𝑞𝑢𝑖𝑙𝑎𝑡é𝑟𝑎𝑙  𝑑𝑖𝑟𝑒𝑐𝑡 

5)a) 𝑓 = 𝑅 ∘ 𝑆(𝐴𝐵). 

f est la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement donc f est un antidéplacement  

Supposant que f est une symétrie orthogonale d’axe ∆   

alors 𝑆∆ = 𝑅 ∘ 𝑆(𝐴𝐵) ⇔ 𝑆∆ ∘ 𝑆(𝐴𝐵) = 𝑅 alors cette décomposition est impossible car le point 

O centre de R n’appartient pas à ( AB )  donc f ne peut pas être une symétrie orthogonale et 

par suite f est une symétrie  glissante  . 

Soit ∆  l’axe de f et 𝑢⃗   son vecteur  

𝑓(𝐴) = 𝑅 ∘ 𝑆(𝐴𝐵)(𝐴) = 𝑅(𝐴) = 𝐶  alors 𝐴 ∗ 𝐶 = 𝐽 ∈ ∆ 

𝑓(𝐵) = 𝑅 ∘ 𝑆(𝐴𝐵)(𝐵) = 𝑅(𝐵) = 𝐴  alors 𝐴 ∗ 𝐵 = 𝐼 ∈ ∆ 

 Alors ∆= (𝐼𝐽) 

 𝑓 ∘ 𝑓(𝐵) = 𝐶 ⇔ 𝑡2𝑢⃗⃗ (𝐵) = 𝐶 ⇔ 2𝑢⃗ = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟺ 𝑢⃗ =
1

2
𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐵𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

D’où 𝑓 = 𝑡𝐵𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∘ 𝑆(𝐼𝐽) = 𝑆(𝐼𝐽) ∘ 𝑡𝐵𝐾⃗⃗⃗⃗⃗⃗  

  𝐼 = 𝐴 ∗ 𝐵  donc 𝑓(𝐼) = 𝑓(𝐴) ∗ 𝑓(𝐵) = 𝐶 ∗ 𝐴 = 𝐽  donc  𝑓(𝐼) = 𝐽 

c) On a : 𝑓 ∘ 𝑓 = 𝑡𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗  

et 𝑓 ∘ 𝑓(𝐴) = 𝐶′ , 𝑓 ∘ 𝑓(𝐵) = 𝐶 alors   𝐴𝐶′⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  = 𝐵𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ ⟺ ABCC’  est un parallélogramme. 
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Exercice n°2) 

1) f est une fonction rationnelle définie sur ] − 1,+∞[ donc f est dérivable  

sur ] − 1,+∞[   𝑒𝑡  𝑓′(𝑥) =
−3𝑥2

(𝑥3+1)2 
  

 𝑓′(0) = 0   𝑒𝑡  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 ∈] − 1,+∞[\ {0}  , 𝑓′(𝑥) < 0  alors f est strictement 

décroissante sur ] − 1,+∞[  

 lim
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−1+

1

𝑥3+1
= +∞  et  lim

𝑥→+∞
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→+∞

1

𝑥3+1
= 0 

x -1                               0                                           +∞ 

f’(x) 
 

−             0                     − 

f 
 
 

+∞ 
 
                                                                               0 

 

2) f est continue et strictement décroissante sur ] − 1,+∞[  donc f réalise une bijection de 

] − 1,+∞[  sur  

 𝑓( ] − 1, +∞[ ) =]0,+∞[. 

Pour tout 𝑥 ∈]0,+∞[  déterminons y unique de ] − 1,+∞[  tel que 𝑓−1(𝑥) = 𝑦 

 {
𝑓−1(𝑥) = 𝑦
𝑥 ∈]0,+∞[

⟺ {
𝑓(𝑦) = 𝑥

𝑦 ∈] − 1,+∞[
⟺ {

1

𝑦3+1
= 𝑥

𝑦 ∈] − 1, +∞[
⇔ {

𝑦3 =
1−𝑥

𝑥

𝑦 ∈] − 1, +∞[
 

Si 𝑥 ∈]0,1]  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠 
1−𝑥

𝑥
≥ 0  𝑑𝑜𝑛𝑐   𝑦3 =

1−𝑥

𝑥
⟺ 𝑦 = √

1−𝑥

𝑥

3
 

Si 𝑥 ∈ [1,+∞[  𝑎𝑙𝑜𝑟𝑠  
1−𝑥

𝑥
≤ 0   𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑦3 =

1−𝑥

𝑥
⟺ (−𝑦)3 =

𝑥−1

𝑥
⟺−𝑦 = √

𝑥−1

𝑥

3
 

⟺ 𝑦 = −√
𝑥 − 1

𝑥

3

 

D’où 𝑓−1(𝑥) =

{
 

 √
1−𝑥

𝑥

3
    𝑠𝑖    𝑥 ∈]0,1]

  −√
𝑥−1

𝑥

3
   𝑠𝑖  𝑥 ∈ [1, +∞[

 

3) lim
𝑥→1−

𝑓−1(𝑥)−𝑓−1(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1−

√
1−𝑥

𝑥

3

𝑥−1
= lim

𝑥→1−
−√

1−𝑥

𝑥(1−𝑥)3
3

= lim
𝑥→1−

−√
1

𝑥(1−𝑥)2
3

= −∞ donc 𝑓−1 n’est 

pas dérivable à gauche en 1 et la courbe de 𝑓−1  admet une demi tangente verticale à 

gauche en 1 dirigée vers le haut 
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lim
𝑥→1+

𝑓−1(𝑥)−𝑓−1(1)

𝑥−1
= lim

𝑥→1+

− √
𝑥−1

𝑥

3

𝑥−1
= lim

𝑥→1+
−√

𝑥−1

𝑥(𝑥−1)3
3

= lim
𝑥→1−

−√
1

𝑥(𝑥−1)2
3

= −∞ donc 𝑓−1 n’est 

pas dérivable à droite en 1 et la courbe de 𝑓−1  admet une demi -tangente  verticale à droite 

en 1 dirigée vers le bas. 

Autre méthode : 

On a : 𝑓′(0) = 0  donc la courbe de f admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0 

alors par symétrie orthogonale d’axe la droite d’équation y= x la courbe de 𝑓−1  admet une 

tangente verticale au point d’abscisse 1 

Ceci prouve que 𝑓−1 n’est pas dérivable en 1. 

4)a) Pour tout 𝑥 ∈] − 1,+∞[, 𝑔′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) − 1 < 0 

Donc g est strictement décroissante sur ] − 1,+∞[   

 lim
𝑥→−1+

𝑔(𝑥) = lim (
𝑥→−1+

𝑓(𝑥) − 𝑥) = +∞   et  lim
𝑥→+∞

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥) − 𝑥) = −∞ 

 

x -1                                                           +∞ 

g’(x)                                 − 

g  +∞ 
 
                                                               −∞ 

   

b) D’après 4)a) g est continue et strictement décroissante sur ] − 1,+∞[  donc elle réalise 

une bijection de  

] − 1,+∞[  sur  g( ] − 1,+∞[ ) = ℝ  . 

 0 ∈ ℝ  donc l’équation g(x)=0 admet une solution unique 𝛼 , vérifions que 𝛼 ∈ [0,1]   

 𝑔(0) = 𝑓(0) = 1 > 0  et  𝑔(1) = −
1

2
< 0   donc 𝑔(0) × 𝑔(1) < 0   et par suite 𝛼 ∈ [0,1]   

5) a) Pour tout  𝑥 ∈] − 1,+∞[ ,   𝑓′(𝑥) =
−3𝑥2

(𝑥3+1)2
     donc 

 𝑓′′(𝑥) =
−6𝑥(𝑥3+1)2+3𝑥2×2×3𝑥2(𝑥3+1)

(𝑥3+1)4
=

−6𝑥(𝑥3+1)+18𝑥4

(𝑥3+1)3
=

6𝑥(2𝑥3−1)

(𝑥3+1)3
 

b)𝑓′′(𝑥) = 0 ⟺ 6𝑥(2𝑥3 − 1) = 0 ⟺ 𝑥 = 0  𝑜𝑢 2𝑥3 − 1 = 0 ⟺ 𝑥 = 0  𝑜𝑢 𝑥 = √
1

2

3
 

x 
-1                                              0                                          √

1

2

3
                               +∞                                                                               

f’’(x) 
 

                  +                                  0                −                                 0                       + 
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f’’  s’annule et change de signe en  0  et  √
1

2

3
  donc la courbe de f admet deux points 

d’inflexion 𝐴(0,1) 𝑒𝑡  𝐵 (√
1

2

3
 ,
2

3
)   

c)  

x 
-1                                               0                                            √

1

2

3
                                         +∞                                                                                    

f’’(x) 
 

                  +                              0                    −                        0                     +                          

f’  
 
 

                                                     0                                                                                             0                                    
 

 −∞                                                                                           −
4

3
√
1

4

3
 

 

  Alors  pour 𝑥 ∈ [0,1]   , −
4

3
√
1

4

3
≤ 𝑓′(𝑥) ≤ 0     

Or −
4

3
√
1

4

3
≈ −0,84   donc −

9

10
≤ −

4

3
√
1

4

3
  donc   pour 𝑥 ∈ [0,1]   , −

9

10
≤ 𝑓′(𝑥) ≤ 0    et par 

conséquent  

pour 𝑥 ∈ [0,1]   , |𝑓′(𝑥)| ≤
9

10
  .   

6) La courbe de f admet deux asymptotes une verticale d’équation 𝑥 = −1 et une 

horizontale d’équation 𝑦 = 0 

Au voisinage de +∞  et admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0 et deux points 

d’inflexion. 

La courbe de 𝑓−1 est le symétrique de la courbe de f par rapport à la droite  

d’équation 𝑦 = 𝑥 
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7)a) Soit la propriété 𝑃𝑛: "𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1" 

Pour n=0 , 𝑢0 =
1

2
  donc 0 ≤ 𝑢0 ≤ 1  donc  𝑃0  est vraie 

Soit 𝑛 ∈  ℕ,  supposons que 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1  et montrons que 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1 

On a : 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1  et est continue et strictement décroissante sur ] − 1,+∞[    

donc  𝑓(1) ≤ 𝑓(𝑢𝑛) ≤ 𝑓(0)   alors  

 
1

2
≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1 ⟹ 0 ≤ 𝑢𝑛+1 ≤ 1   donc 𝑃𝑛+1  est vraie. 

Conclusion : 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 1  

b) On a f est dérivable sur [0,1] et pour tout x de [0,1], |𝑓′(𝑥)| ≤
9

10
  alors d’prés le théorème 

des inégalités des accroissements finis  pour tous réels a et b de [0,1] , 

 |𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏)| ≤
9

10
|𝑎 − 𝑏|.   
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 𝑃𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ ℕ , 𝑢𝑛 ∈ [0,1]    𝑒𝑡   𝛼 ∈ [0,1]   donc  |𝑓(𝑢𝑛) − 𝑓(𝛼)| ≤
9

10
|𝑢𝑛 − 𝛼|  or  

𝑓(𝑢𝑛) = 𝑢𝑛+1 et  𝑓(𝛼) = 𝛼 

 Donc pour tout  𝑛 ∈ ℕ ,   |𝑢𝑛+1 − 𝛼| ≤
9

10
|𝑢𝑛 − 𝛼|. 

c) Montrons par récurrence que pour 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ ℕ  , |𝑢𝑛 − 𝛼| ≤ (
9

10
)
𝑛

|
1

2
− 𝛼| 

pour n=0   , |𝑢0 − 𝛼| ≤ (
9

10
)
0

|
1

2
− 𝛼|  c’est-à-dire |

1

2
− 𝛼| ≤ |

1

2
− 𝛼|  donc la propriété est 

vraie pour n=0 

Soit 𝑛 ∈  ℕ,  supposons que  |𝑢𝑛 − 𝛼| ≤ (
9

10
)
𝑛

|
1

2
− 𝛼|  et montrons que  

 |𝑢𝑛+1 − 𝛼| ≤ (
9

10
)
𝑛+1

|
1

2
− 𝛼| 

On a : |𝑢𝑛 − 𝛼| ≤ (
9

10
)
𝑛

|
1

2
− 𝛼| ⇔

9

10
|𝑢𝑛 − 𝛼| ≤ (

9

10
)
𝑛+1

|
1

2
− 𝛼| 

D’après 7)b)  pour tout  𝑛 ∈ ℕ ,   |𝑢𝑛+1 − 𝛼| ≤
9

10
|𝑢𝑛 − 𝛼|    donc   

  |𝑢𝑛+1 − 𝛼| ≤ (
9

10
)
𝑛+1

|
1

2
− 𝛼| 

Conclusion : pour 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ ℕ  , |𝑢𝑛 − 𝛼| ≤ (
9

10
)
𝑛

|
1

2
− 𝛼| 

d) On a : pour 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ∈ ℕ  , |𝑢𝑛 − 𝛼| ≤ (
9

10
)
𝑛

|
1

2
− 𝛼|    et  lim

𝑛⟶+∞
(
9

10
)
𝑛

|
1

2
− 𝛼| =0    

 𝑐𝑎𝑟  
9

10
∈] − 1,1[   alors lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 = 𝛼. 

Exercice n°3) 

1) (𝐸𝜃): 𝑧
2 − 2(𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑧 + 2𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 

∆= 4(𝑖 + 𝑐𝑜𝑠𝜃)2 − 8𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃 = 4(−1 + 2𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃) − 8𝑖𝑐𝑜𝑠𝜃 = −4𝑠𝑖𝑛2𝜃 = (2𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃)2 

Donc 𝑧′ =
2(𝑖+𝑐𝑜𝑠𝜃)+2𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃

2
= 𝑖 + 𝑒𝑖𝜃   et 𝑧′′ =

2(𝑖+𝑐𝑜𝑠𝜃)−2𝑖𝑠𝑖𝑛𝜃

2
= 𝑖 + 𝑒−𝑖𝜃 

 𝑆ℂ = { 𝑖 + 𝑒
𝑖𝜃, 𝑖 + 𝑒−𝑖𝜃} 

2) a)   𝑧1 = 𝑖 + 𝑒
𝑖𝜃 = 𝑒𝑖

𝜋

2 + 𝑒𝑖𝜃 = 𝑒
𝑖(
𝜋

4
+
𝜃

2
)
(𝑒

𝑖(
𝜋

4
−
𝜃

2
)
+ 𝑒

−𝑖(
𝜋

4
−
𝜃

2
)
) 

 = 2 cos (
𝜋

4
−
𝜃

2
)𝑒𝑖(

𝜋
4
+
𝜃
2
) 

Il faut étudier le signe de cos (
𝜋

4
−
𝜃

2
) 

 cos (
𝜋

4
−
𝜃

2
) = 0 ⇔

𝜋

4
−
𝜃

2
=

𝜋

2
+𝑘𝜋,   𝑘 ∈ ℤ⇔ 𝜃 = −

𝜋

2
−2𝑘𝜋  , 𝑘 ∈ ℤ 

Or 𝜃 ∈ [0,2𝜋[   donc  𝜃 =
3𝜋

2
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𝜃 0                                       
3𝜋

2
                                               2𝜋 

cos (
𝜋
4
−
𝜃
2
) 

                    +                    0                     − 

 

Si 𝜃 ∈ [0,
3𝜋

2
[     alors  cos (

𝜋

4
−
𝜃

2
) > 0    donc  𝑧1 = 2 cos (

𝜋

4
−
𝜃

2
)𝑒𝑖(

𝜋
4
+
𝜃
2
)  est sous la 

forme exponentielle  

Si 𝜃 =
3𝜋

2
  alors 𝑧1 = 0  et par suite 𝑧1  n’admet pas une forme exponentielle  

Si 𝜃 ∈]
3𝜋

2
, 2𝜋[  alors cos (

𝜋

4
−
𝜃

2
) < 0  alors |𝑧1| = |2 cos (

𝜋

4
−
𝜃

2
)| = −2 cos (

𝜋

4
−
𝜃

2
) 

Alors 𝑧1 = −2 cos (
𝜋

4
−
𝜃

2
)𝑒𝑖(

𝜋
4
+
𝜃
2
) × 𝑒−𝑖𝜋 = −2 cos (

𝜋

4
−
𝜃

2
) 𝑒𝑖(

𝜃

2
−
3𝜋

4
) 

Donc |𝑧1| = −2 cos (
𝜋

4
−
𝜃

2
)   𝑒𝑡   arg (𝑧1) ≡

𝜃

2
−
3𝜋

4
[2𝜋]  

   𝑧2 = 𝑖 + 𝑒
−𝑖𝜃 = 𝑒𝑖

𝜋

2 + 𝑒−𝑖𝜃 = 𝑒
𝑖(
𝜋

4
−
𝜃

2
)
(𝑒

𝑖(
𝜋

4
+
𝜃

2
)
+ 𝑒

−𝑖(
𝜋

4
+
𝜃

2
)
) 

 = 2 cos (
𝜋

4
+
𝜃

2
)𝑒𝑖(

𝜋
4
−
𝜃
2
) 

Il faut étudier le signe de cos (
𝜋

4
+
𝜃

2
) 

 cos (
𝜋

4
+
𝜃

2
) = 0 ⇔

𝜋

4
+
𝜃

2
=

𝜋

2
+𝑘𝜋,   𝑘 ∈ ℤ⇔ 𝜃 =

𝜋

2
+2𝑘𝜋  , 𝑘 ∈ ℤ 

Or 𝜃 ∈ [0,2𝜋[   donc  𝜃 =
𝜋

2
 

𝜃 0                                       
𝜋

2
                                               2𝜋 

cos (
𝜋
4
+
𝜃
2
) 

                    +                    0                     − 

 

Si 𝜃 ∈ [0,
𝜋

2
[     alors  cos (

𝜋

4
+
𝜃

2
) > 0    donc  𝑧2 = 2 cos (

𝜋

4
+
𝜃

2
)𝑒𝑖(

𝜋
4
−
𝜃
2
)  est sous la 

forme exponentielle  

Si 𝜃 =
𝜋

2
  alors 𝑧2 = 0  et par suite 𝑧2  n’admet pas une forme exponentielle  

Si 𝜃 ∈]
𝜋

2
, 2𝜋[  alors cos (

𝜋

4
+
𝜃

2
) < 0  alors |𝑧2| = |2 cos (

𝜋

4
+
𝜃

2
)| = −2 cos (

𝜋

4
+
𝜃

2
) 

Alors 𝑧2 = −2 cos (
𝜋

4
+
𝜃

2
)𝑒𝑖(

𝜋
4
−
𝜃
2
) × 𝑒−𝑖𝜋 = −2 cos (

𝜋

4
+
𝜃

2
) 𝑒𝑖(−

𝜃

2
−
3𝜋

4
) 

Donc |𝑧2| = −2 cos (
𝜋

4
−
𝜃

2
)   𝑒𝑡  arg(𝑧2) ≡ −

𝜃

2
−
3𝜋

4
[2𝜋]  

b) 𝑧1 = 𝑖 + 𝑒𝑖𝜃 ⇔ 𝑧1 − 𝑖 = 𝑒𝑖𝜃 ⇔ |𝑧1 − 𝑖| = 1    𝑒𝑡 arg(𝑧1) ≡ 𝜃[2𝜋]  𝑎𝑣𝑒𝑐  𝜃 ∈ [0,2𝜋[ 
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 ⇔ 𝐴𝑀1 = 1 ⇔ 𝑀1 ∈ 𝐶(𝐴,1) 

𝑧2 = 𝑖 + 𝑒−𝑖𝜃 ⇔ 𝑧2 − 𝑖 = 𝑒−𝑖𝜃 ⇔ |𝑧2 − 𝑖| = 1    𝑒𝑡 arg(𝑧1) ≡ −𝜃[2𝜋]  𝑎𝑣𝑒𝑐  𝜃 ∈ [0,2𝜋[ 

 ⇔ 𝐴𝑀2 = 1 ⇔ 𝑀2 ∈ 𝐶(𝐴,1) 

Donc l’ensemble des points 𝑀1 𝑒𝑡 𝑀2 lorsque 𝜃 décrit l’intervalle [0,2𝜋[  est le 

cercle de centre A et de rayon 1. 

 

c) I est le milieu du segment [𝑀1 𝑀2] donc 𝑧𝐼 =
𝑧1+𝑧2

2
=

𝑖+𝑒𝑖𝜃+𝑖+𝑒−𝑖𝜃

2
= 𝑐𝑜𝑠𝜃 + 𝑖 

D’où  𝐼(𝑐𝑜𝑠𝜃, 1)  avec 𝜃 ∈ [0,2𝜋[   donc 𝐼(𝑥, 1)    avec  𝑥 ∈ [−1,1] 

Alors l’ensemble des points I lorsque 𝜃 décrit l’intervalle [0,2𝜋[  est le segment  

[BC]. 
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d) 𝑀1𝑀2 = |𝑧2 − 𝑧1| = |𝑖 + 𝑒𝑖𝜃 − 𝑖 − 𝑒−𝑖𝜃| = |𝑒𝑖𝜃 − 𝑒−𝑖𝜃| = |2𝑠𝑖𝑛𝜃| = 2|𝑠𝑖𝑛𝜃| 

La distance 𝑀1𝑀2 est  maximale  si 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 1    𝑜𝑢   𝑠𝑖𝑛𝜃 = −1 

 ⇔ θ =
π

2
+ 2𝑘𝜋    𝑜𝑢   𝜃 = −

𝜋

2
+ 2𝑘𝜋   , 𝑘 ∈ ℤ 

 𝑒𝑡 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑒 𝜃 ∈ [0,2𝜋[  alors θ =
π

2
   𝑜𝑢 𝜃 =

3𝜋

2
 

𝐷′𝑜ù les valeurs de 𝜃 pour que la distance 𝑀1𝑀2 soit maximale sont  
π

2
  𝑒𝑡 

3𝜋

2
. 

 Exerice n°4 

1) La fonction   𝑢: 𝑥 ⟼
𝜋

4
𝑥 est continue et strictement croissante sur ]0,2[ 

Et 𝑢( ]0,2[ ) =]0,
𝜋

2
[  et la fonction  𝑥 ⟼ 𝑡𝑎𝑛𝑥  est continue et strictement 

positive sur ]0,2[ 

Donc la fonction 𝑔: 𝑥 ⟼
1

√tan(
𝜋

4
𝑥)

  est continue sur ]0,2[ 
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 lim
𝑥→2−

𝑔(𝑥) = lim
𝑥→2−

1

√tan(
𝜋

4
𝑥)

= 0 = 𝑔(2)  donc g est continue à gauche en 2 

Conclusion :  g est continue sur ]0,2] 

2) lim
𝑥→2−

𝑔(𝑥)−𝑔(2)

𝑥−2
= lim

𝑥→2−

1

√tan(
𝜋
4
𝑥)

𝑥−2
= lim
𝑥→2−

1

(𝑥−2)√tan(
𝜋

4
𝑥)

= lim
𝑥→2−

1

𝑥−2
×√

cos(
𝜋

4
𝑥)

sin(
𝜋

4
𝑥)

 

On pose ℎ = 𝑥 − 2 ⇔ 𝑥 = ℎ + 2 

 𝑥 ⟶ 2− ⇔ ℎ⟶ 0− 

 𝐷′𝑜ù lim
𝑥→2−

𝑔(𝑥)−𝑔(2)

𝑥−2
= lim

ℎ⟶0−

1

ℎ
×√

cos(
𝜋

4
ℎ+

𝜋

2
)

sin(
𝜋

4
ℎ+

𝜋

2
)
= lim

ℎ→0−

1

ℎ
×√

−sin(
𝜋

4
ℎ)

cos(
𝜋

4
ℎ)

 

 = lim
ℎ→0−

−
tan (

𝜋

4
ℎ)

ℎ
×

1

√− tan(
𝜋

4
ℎ)

= −∞   

car  lim
ℎ→0−

−
tan (

𝜋

4
ℎ)

ℎ
= −

𝜋

4
  et  lim

ℎ→0−

1

√− tan(
𝜋

4
ℎ)

= +∞ 

donc g n’est pas dérivable à gauche en 2  et 𝐶𝑔  admet une demi tangente 

verticale dirigée vers le haut au point d’abscisse 2 à gauche en 2. 

3) La fonction 𝑢: 𝑥 ⟼
𝜋

4
𝑥  est dérivable sur ]0,2[ et 𝑢′(𝑥) =

𝜋

4
> 0  donc u est 

strictement croissante alors 𝑢( ]0,2[ ) =]0,
𝜋

2
[   et la fonction 𝑥 ⟼ 𝑡𝑎𝑛𝑥  est 

dérivable sur ]0,
𝜋

2
[   et strictement positive donc 𝑥 ⟼ tan (

𝜋

4
𝑥) est dérivable 

sur ]0,2[  et strictement positive alors la fonction g est dérivable sur ]0,2[ et pour 

tout 𝑥 ∈]0,2[  , 𝑔′(𝑥) =

−
𝜋
4
(1+𝑡𝑎𝑛2(

𝜋
4
))

2√tan(
𝜋
4
𝑥)

tan(
𝜋

4
𝑥)

=
−𝜋(1+𝑡𝑎𝑛2(

𝜋

4
𝑥))

8√𝑡𝑎𝑛3( 
𝜋

4
𝑥)
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4)Pour  tout 𝑥 ∈]0,2[  , 𝑔′(𝑥) =
−𝜋(1+𝑡𝑎𝑛2(

𝜋

4
𝑥))

8√𝑡𝑎𝑛3( 
𝜋

4
𝑥)

< 0 

Donc g est strictement décroissante sur ]0,2[  et puisque g est continue sur ]0,2] 

alors g est strictement décroissante sur ]0,2]. 

g est continue et strictement décroissante sur ]0,2]  donc elle réalise une 

bijection de ]0,2] sur 𝑔(]0,2]) = [𝑔(2), lim
0+
𝑔 [ 

 {
lim
𝑥→0+

𝜋

4
𝑥 = 0

lim
𝑥→0

𝑡𝑎𝑛𝑥 = 0
⟹ lim

𝑥→0+
tan (

𝜋

4
𝑥) = 0   et tan (

𝜋

4
𝑥) > 0   𝑠𝑖  𝑥 ∈]0,2[ 

Alors lim
𝑥→0+

1

√tan(
𝜋

4
𝑥)

= +∞ 

D’où [𝑔(2), lim
0+
𝑔 [= [0,+∞[ 

En conclusion : g réalise une bijection de ]0,2] sur 𝑔(]0,2]) = [0,+∞[ 

5) Dérivabilité de 𝑔−1  à droite en 0 

On pose 𝑥 = 𝑔−1(𝑦)  , 𝑥 ∈]0,2]   𝑒𝑡  𝑦 ∈ [0,+∞[ 

On a g est continue à gauche en 2  donc lim
𝑥→2−

𝑔(𝑥) = 𝑔(2) = 0 

Donc 𝑥 ⟶ 2− ⇔ 𝑔(𝑥) ⟶ 0+ ⇔ 𝑦⟶ 0+ 

Alors lim
𝑦⟶0+

𝑔−1(𝑦)−𝑔−1(0)

𝑦−0
= lim

𝑥⟶2−

𝑥−2

𝑔(𝑥)−𝑔(2)
= lim

𝑥⟶2−

1
𝑔(𝑥)−𝑔(2)

𝑥−2

= 0  car 

lim
𝑥→2−

𝑔(𝑥)−𝑔(2)

𝑥−2
= −∞   

Alors 𝑔−1  est dérivable à en 0  et (𝑔−1)′(0) = 0 
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Dérivabilité de 𝑔−1 sur ]0, +∞[ 

On a : 

  g est une bijection de ]0,2]  sur  ]0,+∞] 

  g  est dérivable sur ]0,2[  et pour tout x de ]0,2[  𝑔′(𝑥) ≠ 0 

donc 𝑔−1  est dérivable sur 𝑔( ]0,2[ ) =]0,+∞[  et pour tout x de ]0, +∞[   

 (𝑔−1)′(𝑥) =
1

𝑔′(𝑔−1(𝑥))
=

1

𝑔′(𝑦)
   avec 𝑔−1(𝑥) = 𝑦 

                  =
1

−𝜋(1+𝑡𝑎𝑛2(
𝜋
4𝑦))

8√𝑡𝑎𝑛3( 
𝜋
4
𝑦)

=
−8√𝑡𝑎𝑛3( 

𝜋

4
𝑦)

𝜋(1+𝑡𝑎𝑛2(
𝜋

4
𝑦))

 

 𝑔−1(𝑥) = 𝑦 ⇔ 𝑔(𝑦) = 𝑥 ⇔
1

√tan(
𝜋

4
𝑦)

= 𝑥 ⇔ tan (
𝜋

4
𝑦) =

1

𝑥2
 

D’où   (𝑔−1)′(𝑥) =
−8

𝑥3

𝜋(1+
1

𝑥4
)
=

−8𝑥

𝜋(1+𝑥4)
 

Conclusion : 

Pour tout 𝑥 ∈ [0,+∞[  , (𝑔−1)′(𝑥) =
−8𝑥

𝜋(1+𝑥4)
 

6)a) 𝐻(𝑥) = 𝑔−1(𝑥) + 𝑔−1 (
1

𝑥
)   

La fonction 𝑣: 𝑥 ⟼
1

𝑥
  est dérivable sur ]0, +∞[  

 et 𝑣( ]0,+∞[ ) =]0,+∞[⊂ [0,+∞[ 

et la fonction 𝑔−1  est dérivable sur [0, +∞[ 

Donc 𝐻 = 𝑔−1 + 𝑔−1 ∘ 𝑣  est dérivable sur ]0, +∞[ 

et    𝐻′(𝑥) = (𝑔−1)′(𝑥) −
1

𝑥2
(𝑔−1)

′

(
1

𝑥
) =

−8𝑥

𝜋(1+𝑥4)
−

1

𝑥2
×

−8×
1

𝑥

𝜋(1+(
1

𝑥
)4) 
  

 =
−8𝑥

𝜋(1+𝑥4)
−

−8𝑥

𝜋(1+𝑥4)
= 0 

b) Pour tout 𝑥 ∈]0,+∞[, 𝐻′(𝑥) = 0   alors 𝐻(𝑥) = 𝑐  , 𝑐 ∈ ℝ 

 𝐻(1) = 2𝑔−1(1) 
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Or 𝑔(1) =
1

√tan(
𝜋

4
)

= 1 ⇔ 𝑔−1(1) = 1 

Alors 𝐻(1) = 2   donc 𝑐 = 2 

D’où  pour tout 𝑥 ∈]0,+∞[, 𝐻(𝑥) = 2 

7) 

 

8)a) 𝑤𝑛 =
1

𝑛
∑ (𝑔−1(𝑘) + 𝑔−1 (

1

𝑘+1
))𝑛

𝑘=1   

D’après 6)b) pour tout 𝑥 ∈]0,+∞[, 𝑔−1(𝑥) + 𝑔−1 (
1

𝑥
) = 2 

Donc pour tout 𝑘 ∈ ℕ∗  , 𝑔−1(𝑘) + 𝑔−1 (
1

𝑘
) = 2 ⇔ 𝑔−1(𝑘) = 2 − 𝑔−1 (

1

𝑘
) 

Alors  𝑤𝑛 =
1

𝑛
∑ (2 + 𝑔−1 (

1

𝑘+1
) − 𝑔−1 (

1

𝑘
))𝑛

𝑘=1  

              =
1

𝑛
∑ 2 + ∑ 𝑔−1 (

1

𝑘+1
) −𝑛

𝑘=1
𝑛
𝑘=1 ∑ 𝑔−1 (

1

𝑘
)𝑛

𝑘=1  

            =
1

𝑛
× 2𝑛 +

1

𝑛
∑ 𝑔−1 (

1

𝑘
) +

1

𝑛
𝑔−1 (

1

𝑛+1
) −

1

𝑛

𝑛
𝑘=2 ∑ 𝑔−1 (

1

𝑘
) −

1

𝑛
𝑔−1(1)𝑛

𝑘=2  
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           = 2 +
1

𝑛
𝑔−1 (

1

𝑛+1
) −

1

𝑛
𝑔−1(1) 

b) lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = lim
𝑛→+∞

( 2 +
1

𝑛
𝑔−1 (

1

𝑛+1
) −

1

𝑛
𝑔−1(1))  

 lim
𝑛→+∞

1

𝑛+1
= 0  et 𝑔−1  est continue en 0  donc lim

𝑛→+∞
𝑔−1 (

1

𝑛+1
) = 𝑔−1(0) = 2 

Donc lim
𝑛→+∞

1

𝑛
𝑔−1 (

1

𝑛+1
) = 0 

et  lim
𝑛→+∞

1

𝑛
𝑔
−1
(1) = 0 

D’où  lim
𝑛→+∞

𝑤𝑛 = lim
𝑛→+∞

( 2 +
1

𝑛
𝑔−1 (

1

𝑛+1
) −

1

𝑛
𝑔−1(1)) = 2 


