Correction de devoir de synthése n°1) 4 Maths

Exercice n°1)

1)a) ABC est isocele en A donc AB=AC et | le milieu de [AB] et J le milieu de [AC] donc
2AI1=2C]J

Alors Al = C] et Al # 0 donc il existe un unique déplacement R tel que R(A)=C et R(l )=J.

b)On a : | le milieu de [AB] et R un déplacement donc il conserve le milieu alors R(I) =
R(A) *R(B) &
J=C+*R(B)=Cx*A alorsR(B) =A

R(A) =C

R(B) = A donc @ = (AB, CA)[2r]

c) Soit 8 I'anglede Rona: {

= (4B, AC) —n[2n]
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On: - * 2km , k € Z donc R est une rotation d’angle —

Le centre O de R est le point d’intersection des médiatrices des segments [AB] et [AC]

2) ¢ est le cercle circonscrit au triangle ABC donc O est centre de ¢ et puisque O est le
centre de R alors

R(¢()=¢.
Ona:Ce ¢ ©@R(O)ER({)=¢ ©De(

On a: R(A)=C, R(B)=A et R(C)=D et R une rotation donc elle conserve les mesures des angles
orientés donc

(CA,~ CD) = (AB, AC)[2n]

=[2n]

(E ,R) et (ﬁ, m’)) sont deux angles inscrit dans le cercle { quiinterceptent le méme

arc orienté BC
Donc (DB, DC) = (AB,  AC)[2r]
= %[21?]

(AC) et (BD) deux droites et ( DC) une sécante, (ﬁ, ﬁ) et (ﬁ, R) sont deux angles



alternes-internes tels que (67, AC_D)) = (ﬁ, ND_C)) [27]

ols

[27]
Alors (AC) et ( BD ) sont paralléles

3)Ona: (AC) |l (BD) etR une rotation donc elle conserve le parallélisme alors R((AC)) |I
R((BD))

Alors (CD) Il R((BD)) donc R((BD)) est ladroite passant par R(B)=A et paralléle a (DC)
c’est la droite ( AE)

D'ou R((BD)) = (AE)

Ona: ¢ N (BD)={B,D} alorsR({)NR((BD)) ={R(B),R(D)} = ¢ n(AE) =
{A,R(D)}

O ¢ n(AE) = (4. E)
Donc{ A,R(D)} ={A,R(D)} alorsR(D) = E

4)a) R o R est larotation de centre O et d’angle 2 X _T?” = —Tsn =

E

[27]

RORZT‘(O, E)

3

b)Ona: R(A)=CetR(C)=DdoncR°R(A) =D & r(o, E) A =0>D
R(C)=D etR(D)=E doncR°R(C)=F T(o, E) (C)=E

AC = DE
Alors (o, ) ([AC]) = [DE] ettel que {(R, "DE) =X [2n]

'’ 3 =3

Posons r(o' E) (M)=M"

3

Ona:M € [AC] ST, 1) (M) € [DE] © M’ € [DE]

O,3

AM = DM’
Et comme "(o, 1) (A)=D alors (M, DM’y = 2[271] (1)

'3
Par hypothese AM=DN et N € [DE]
(AM, " DN) = (AC,  DE)[2r]

[27]

AM = DN
Alors (@M, “DN) = Z[2n] (2)

11
e

DM' = DN

T r—
(DN, DIy = o[2n] & PM =DN & M =N

D’aprés (1) et(2)on obtient{



OM = ON
D’ou T(o )(M) =N& {(O—M, “ON) = g[Zn] & OMN est équilatéral direct

b4
)

5)a) f = R o Supy.
f est la composée d’un déplacement et d’un antidéplacement donc f est un antidéplacement
Supposant que f est une symétrie orthogonale d’axe A

alors Sy = R o S(up) © Sa © S(ap) = R alors cette décomposition est impossible car le point
O centre de R n"appartient pas a (AB ) donc f ne peut pas étre une symétrie orthogonale et
par suite f est une symétrie glissante .

Soit A I'axe de fet U son vecteur

f(A) =RoSup)(A) =R(A)=C alorsAxC=] €A

f(B) =RoSp(B)=R(B)=AalorsAxB=1€A

Alors A= (I])

fof(B)=C e t;5(B) =C o 2 =BC < ii=5BC =BK
D'ob f = tgg ° Sy = Suy) ° tax

I=A*B doncf(I)=f(A)*xf(B)=CxA=] donc f(I) =]
c)Ona:fof =tz

etfof(A)=C", fof(B)=Calors AC' = BC < ABCC’ est un parallélogramme.




Exercice n°2)

1) f est une fonction rationnelle définie sur | — 1, +oo[ donc f est dérivable

sur] —1,+00[ et f'(x) =

(x3+1)2

f'(0) =0 et pourtoutx €] —1,+o[\ {0}, f'(x) <0 alors f est strictement
décroissante sur | — 1, +00[

11m f(x) = +x3 = +oo et 11m f(x) = 11+00x3+1 =0
X -1 0 +o0
F(x) - di -
f +00 \

0

2) f est continue et strictement décroissante sur | — 1, +oo[ donc f réalise une bijection de
] —1,+o00[ sur

fC =1+ ) =]0,+oo].

Pour tout x €]0, +co[ déterminonsy uniquede]—1,+o[ telque f~1(x) =y

@ =y [ fO)=x =x ys = 1=
{X€]0,+Oo[@{ye]_1,+oo[=>{ y=+1 [C}{

y€]l—1,+0o] (y€]—1,+4o0o]
Si x €]0,1] alors%zo donc y3:%=}y:31;_x
Six € [1,400[ alors 1;_x£0 donc}’g_—‘:’( y)B__(:) = 3"7‘1
(=>y=—3x_1
x
si x €]0,1]

Dou f71(x) =

— [— si x €[1,+0o]

. 1(x) f 1) _ 1-x
3) xll»r{l— —ler{l x-1 xll)r \}x(l x)3 x—>1— \’x(l x)2 OOdoan nest

pas dérivable a gauche en 1 et la courbe de f~1 admet une demi tangente verticale a
gauche en 1 dirigée vers le haut

—
w w
=

i ><||
L =




Y- () o - _ ’ -1 .
xll»r% x—1 xll)r% x— 1 x—>1+ x(x 1)3 xh—>1- x(x 1)2 oodoncf n'est

pas dérivable a droite en 1 et la courbe de f 1 admet une demi -tangente verticale a droite
en 1 dirigée vers le bas.

Autre méthode :

Ona: f'(0) = 0 donc la courbe de f admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0
alors par symétrie orthogonale d’axe la droite d’équation y= x la courbe de f~! admet une
tangente verticale au point d’abscisse 1

Ceci prouve que f ™1 n’est pas dérivable en 1.
4)a) Pour tout x €] — 1,400, g'(x) = f'(x) =1 <0
Donc g est strictement décroissante sur | — 1, 400

lin}+g(x) = lim( f(x) —x) =40 et lim g(x) = lim (f(x) —x) = —
x—— x—>—1+ x—+00 X—+00

g'(x) -

b) D’apres 4)a) g est continue et strictement décroissante sur | — 1, +oo[ donc elle réalise
une bijection de

]—1,400[ sur g(]—1,+] )=R
0 € R donc I'’équation g(x)=0 admet une solution unique « , vérifions que a € [0,1]

g0 =f0)=1>0et g(1) = —% < 0 doncg(0) x g(1) <0 etparsuitea € [0,1]

5)a) Pourtout x €] —1,40o[, f'(x) = (x3+1)2 donc
F7(x) = —6x(x3+1)2+3x2x2x3x2(x3+1) _ —6x(x3+1)+18x* _ 6x(2x3-1)
)= (x3+1)* - (x3+1)3 T (x3+1)3

b)f"(x) =0 6x(2x3-1)=0=x=00u2x3—-1=0<x=0 oux=3\/§

X

on
+
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E :

£7(x) ‘ + 0 — \ 0




f” s’annule et change de signeen 0 et 3\/% donc la courbe de f admet deux points

dinflexion A(0,1) et B <‘°’\E §)

Alors pourx € [0,1] —%i/% <f'x)<0

4

Or—fiﬁz —0,84 donc—— < —
314 10 3

3\& donc pourx € [0,1] , —110 <f'(x) <0 etpar
conséquent

pourx € [0,1] , If' (Ol <5 -

6) La courbe de f admet deux asymptotes une verticale d’équation x = —1 et une
horizontale d’équationy = 0

Au voisinage de +o0 et admet une tangente horizontale au point d’abscisse 0 et deux points
d’inflexion.

La courbe de f 1 est le symétrique de la courbe de f par rapport a la droite

d’équationy = x



2.5
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7)a) Soit la propriété B,: "pour toutn € N,0 <u, < 1"

Pour n=0, u, =% donc0 < uy <1 donc P, estvraie

Soitn € N, supposonsque 0 <u, <1 etmontronsque0 <u,,; <1
Ona:0<u, <1 etestcontinue et strictement décroissante sur | — 1, +oo[
donc f(1) < f(u,) < f(0) alors

;S U1 <1 =0=<u,,; <1 doncP,,, estvraie.

Conclusion :pour toutn € N,0 <u, <1

b) On a f est dérivable sur [0,1] et pour tout x de [0,1], |f'(x)] < 1;90 alors d’prés le théoréme

des inégalités des accroissements finis pour tous réels a et b de [0,1],

If (@ = f(B)] < =la—bl.



Pour toutn € N, u, € [0,1] et a €[0,1] donc |f(u,) — f(a)| < liolun —al or
fun) = upss et f(a) =a

9
Donc pourtout n €N, |u,. —a| < Elun —al.

, 9\" |1
c) Montrons par récurrence que pour toutn € N, |u,, —a| < o) 7@

0
9\° |1 Tk 1 s
pourn=0 , |uy —a| < (E) |E — a| c’est-a-dire |E - a| < |E - a| donc la propriété est

vraie pour n=0

. 9\" |1
Soitn € N, supposons que |u, — a| < (—) |— - a| et montrons que

10 2
9 n+1 1
una—al = (55) [ ¢

9\" |1 9 9 n+1 1
ona:lu,—al<(2) [f-a| o2 —al<(2) -4
10 2 10 10 2

N 9

D’aprés 7)b) pourtout n € N, |u,; —al| < = |lu, —al donc
9\+1 |1

o =1 ()" -

10

. 9\" |1
Conclusion : pour toutn € N, |u, —a| < (E) |E - a|

9\" |1 . 9\" |1
d)Ona:pourtoutn € N, |u, —al < (—) |——a| et lim (—) |——a| =0
10 2 n—+oo \10 2

9 .
car — €] —1,1[ alors lim u, = a.
10 n—-+oo

Exercice n°3)
1) (Eg):z? — 2(i + cos0)z + 2icosd = 0

A= 4(i + cos0)? — 8icosO = 4(—1 + 2icosO + cos?0) — 8icosd = —4sin*0 = (2isind)>

2(i+cos0)+2isind . i 2(i+cosB)—2isind
=i+e etz = =

i+ et
2 2

Doncz' =

Sc={i+e®¥ i+e}
o) 7= 40 = o4 0 = 5D (D) 4 i)
= 2cos (% — g) ei(%+§)

Il faut étudier le signe de cos (% — g)

cos(%—§)=0@%—§=g+kﬂ, kEZ@)H:—%—an keEZ

Or 0 € [0,2n] donc 8 = 37”



0 0 3 21

T 0 + ( -
CoS Z E

T

4

(T, 0
g) >0 donc z; = 2cos (E — g) el(i+3) est sous la

. 3
Sife [0,7[ alors cos( ry

forme exponentielle

. 37 . .
Sif = > alors z; = 0 et par suite z; n"admet pas une forme exponentielle

Sif E]%,ZTC[ alors cos (%—g) < 0 alors |z;| = |2 cos G—g)| = —2cos (%—g)

(T, 0 i (0 3m
Alors z; = —2 cos (% — g) el(z-"f) X e ' = —-2cos (E — Q) el(TT)

m_9

Donc |z,| = =2 cos (4 2) et arg(z,) =

z =40 =i 4o =) (e"(%g) + e“'(§+§))

= 2 cos (% + g) ei(ri)

Il faut étudier le signe de cos (% + g)

T, 6 m, 0 __=w _T
COS(Z+E)=O@1+E—E+I€7T, k€Z®9—E+2kﬂf,k€Z

Or 0 € [0,2n[ donc 6 =§

0 0 % 21
T + 0 + -
cos|z +5
(0
Sife [O,g[ alors cos (g + g) >0 donc z, =2cos (% + g) el(rf) est sous la

forme exponentielle

. s . .
Sif = = alors z, = 0 et par suite z, nadmet pas une forme exponentielle

Sif E]%,Zﬂ[ alors cos (E+§) < 0 alors |z,| = |2 cos G+€)| = —2cos (E+Q)

4 2 4 2
_ T, 6\ i(T-2 —ir T .0\ (83"
AIorszz——Zcos(Z+§)e(4 2)><e __ZCOS(Z-l_E)e( 2 4)
Donc |z,| = —2 cos (E—Q) et arg(z,) = —2—3—”[271]
2 4 2 227 2 4

bz, =i+el oz, —i=e® o |z;—i|=1 et arg(z,) = 6[2n] avec 6 € [0,2n]



(=4 AM1 =1l Ml € C(A,l)

z=iteWoz,—i=e®s|z,—i|=1 et arg(z;) = —0[2n] avec 6 € [0,2n]

(=4 AM2 =1 MZ € C(A,l)

Donc I'ensemble des points M; et M, lorsque 8 décrit I'intervalle [0,27[ estle
cercle de centre A et de rayon 1.

15

- zZ1+z i+elftiteif ,
c) | est le milieu du segment [M; M,] donc z; = 12 2 = . = cosO + i

D’ou I(cos@,1) avec @ € [0,2r[ doncI(x,1) avec x € [—1,1]
Alors I'ensemble des points | lorsque 6 décrit I'intervalle [0,27] est le segment

[BC].

10
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d)M\M, = |z, —zy| = |i + e —i—e7 | = |e'® — ™| = |2sinf]| = 2|sind|
La distance M; M, est maximale sisinf =1 ou sinf = —1

<:>G=g+2kn ou 9=—§+2kn , k€EZ

3
et comme 6 € [0,2n[ alors© = g ouf = 7”

\ . . . i 3T
D'ou les valeurs de 8 pour que la distance M; M, soit maximale sont S et —.
Exerice n°4

1) La fonction u:x — %x est continue et strictement croissante sur 0,2

Etu( ]0,2[ ) =]0,§[ et la fonction x + tanx est continue et strictement

positive sur ]0,2[

Donc la fonction g: x +— est continue sur ]0,2[

’tan(l—tx)

11



lim g(x) = lim = 0 = g(2) donc g est continue a gauche en 2

1
x—27 x—27 ’tal’l(%X)

Conclusion : g est continue sur ]0,2]

1
— tan Ex
2) lim £9279@) _ iy S gy =
x—2 x=2 x—27  X— X227 (x-2) tan(%x)

—
NT
~

Onposeh=x—-—2©x=h+2

x—2 o h—>0"

\ . X)— 2
D'ou lim 9x)-9(2) _
x—2" x—2
) tan(%h) 1
= lim — . = —
h—0 —tan(%h)

donc g n’est pas dérivable a gauche en 2 et C; admet une demi tangente

verticale dirigée vers le haut au point d’abscisse 2 a gauche en 2.
3) La fonction u: x +— %x est dérivable sur ]0,2[ et u'(x) = % > 0 doncu est
strictement croissante alorsu( ]0,2[ ) =]O,§[ et la fonction x — tanx est

dérivable sur ]O,% [ et strictement positive donc x +— tan G x) est dérivable

sur ]0,2[ et strictement positive alors la fonction g est dérivable sur ]0,2[ et pour

tout x €]0,2 , g (x) = 2 [tan(Tx B —n(1+tan2(zx)>

b

~—

tan(%x) 8 /tan3 ( gx)

12



—n<1+tan2(gx)>
8/tan3(§x)

4)Pour toutx €]0,2[ ,g'(x) = <0

Donc g est strictement décroissante sur ]0,2[ et puisque g est continue sur ]0,2]

alors g est strictement décroissante sur ]0,2].

g est continue et strictement décroissante sur ]0,2] donc elle réalise une

bijection de ]0,2] sur g(]0,2]) = [g(Z),l%rpg [

lim+zx =0 - -
x-0" 4 = lim tan (—x) = (0 ettan (—x) >0 si x€]0,2]
limtanx =0  x-0+ 4 4
x—0
. 1
Alors lim = 400

x—0% tan(%x)
Dot [g(2),lim g [= [0, +o
En conclusion : g réalise une bijection de ]0,2] sur g(]0,2]) = [0, +oo[
5) Dérivabilité de g1 a droiteen 0
Onposex = g 1(y) ,x €]0,2] et y € [0,+o][

On a g est continue a gauche en 2 donc lirzn_ gx)=g9g2)=0
X—

Doncx —» 2" e gkx) -0ty —07

-1 -1
. g (¥)-g7(0) . x—2 . 1
Alors lim = — X%  — lim — 0 car
y—0+ y-0 x—2-gx)-g(2) x—2- 9_(x)-g(2)
pon
xX—2~ x—2

Alors g1 est dérivableaen0 et (g71)'(0) =0

13



Dérivabilité de g~* sur 0, +oo[
Ona:

e gestune bijection de ]0,2] sur ]0,+o0]

e g estdérivable sur]0,2[ et pourtoutxde]0,2[ g'(x) #0

donc g1 est dérivable sur g( ]0,2[ ) =]0,+o[ et pour tout x de ]0, +oo[

-1y’ — 1 __1 -1 —
(g ) (x) - g’(g_l(x)) - gl(y) avecg (x) - y

1 —8 tan3(%y )

- M B n(1+tan2(%’))

8 [tan3 ( %y)

gl =yegy)=xe

1

an()

=x(:>tan(%y)=i

x2

-8
X3 —8x

n(1+xi4) T r(1+xt)

Dol (971)'(x) =

Conclusion :

—8x
T(1+x%)

Pour tout x € [0,+[ , (g71)' (x) =

6)a) Hx) = g7 () + g7 (5)

X
La fonction v: x — i est dérivable sur 0, +oo[

etv( ]0,4+0o[ ) =]0,+oo[c [0, 400

et la fonction g1

est dérivable sur [0, +oo[
DoncH = g~1 4+ g7 o v est dérivable sur ]0, +oo[

1
_8)(_
X

et H@=(0Y@-%0") (})=rms-5>

x n(1+x%) 22 m(+()"

—-8x —-8x

T orn(1+xY)  m(14xt) -

0

b) Pour tout x €]0,4+oo[, H'(x) =0 alors H(x) =c ,c € R
H(1) =2g7'(1)

14



1

org(1) =
" /tan(%)

Alors H(1) = 2 doncc =2

=legl()=1

D’ou pour tout x €]0,+oo[, H(x) = 2
7)

Cf

8)a) w,, = % k=1 (9_1(k) +g7" (k_j-l))

X

aprés o) pour tout x €10, +oof, g7 () + g7 (2) = 2

Donc pourtoutk € N* ,g71(k) + g1 (%) =2 g l(k)=2—-g1 (i)

s = B (2497 (55) 97 1)

1

30024 Bin™ () s )

=—xm+=Tn 07 (1) 4197 (o)~ Era a7 () — 297

n n+1

15



=2+-g7" (L) —2g71(1)

n+1 n

b) lim w, = lim (2+-= g‘l( : )—%g‘l(l))

n—-+oo n-+oo n+l

m —1 =0 et g~! estcontinueen0 donc lim g~ (L) =g 1(0)=2

n—-+oo n+ n-+oo n+1

Doncnl_lgloong (ﬁ)zO
¢ lim Lg
et fim 29 (D=
1 1 _
pou lim w, = lim (2+= -9~ (—)—gg 1) =2

n—+o n—+oo n+1



